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SUR LES HYPERGRAPWES INVARI.ANTS 
I. St&M& et costabiliti 
Soil H = 4X. $f j un hypergraphr. 
imnme 1 A?. ON a: srn = (tr l&j”, StH = (‘TrM )‘. 
cost H =: tr (NC), Cost Ii= ?r(HCi. 
S;tcowY)= S;(CastHj= MaxH, 
C’ost (s’t H)- Cost (St N) =: Min N. 
I”: t t,r 1I )I = Tr(TrH) =: Min H. 
R Duchet, Sur les .h_vpetgrkphes invariants 
La vkrification en est laiss&e au lecteur. 11 en r&ulte: 
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hpcfsition 1.3. Les relations suivantes sont l;quivalentes: 
(i)StStH=MaxH, 
(ii) Cost Cost H = Min H, 
(iii) St H = Cost H, 
i iv) (Tr H F = Tr (HE). 
Definition I .4. Un hypergraphe ff esl dit invariant s’il vkifie les condi- 
tions tkquivalentes dela Propositian 1.3. 
En passant ;i I’hypergraphe dual, on a: 
Proposition I S. Pour que le dual H* de H = CA, e ) soit invariant, il 
Ihit et ii strffit que I’une des ccrndit~ons 2quivalentes suivantes joit v&i- 
fke: 
(i) V c t: fume trn recou vremeo t minimal de X si et seulemen t si 
i’rnsemlrle des X - V pour V E e -_ ~3 forme un recouvrement minimal 
de X. 
[ii) ?I c t forme we familte minimale d ‘intersection vide sf et 
s&pmprtt .~i Ia fbmillc de.5 X - b’ pour V E t - 31 cxmstitue unc famille 
minima! d ‘itl tww tinn ride. 
(iii) % C & est uli rwouwement minimul de X si et seukment si 
e --. W fivwtc me favdle mirknulu d ‘inttmectiorr vide. 
En effet, a un stab%: maximal de H correspond par dual&! un :n- 
xmble 9t d’aretes de H tel que tout son-wet de H appartienne aune 
arete de H n’appartrnant pas A W, ?c &a.nt maximal avec cette pro- 
pri&$ & -’ W est alors un recouvrement’minimal de X. De meme g 
un costable minimal de H correspond une familie minimale V d’inter- 
section vide; la famille des X - V pour V E ?I est alors un recouvrement 
minimal de X. 
2. Qrthogonaliti 
Nous noterons fi l’hypergraphe sur X form6 des parties U C X telles 
que E c LJ c F pour deux a&es E et_F de H = (X, t 1. Un spernoide 
sera un hypergraphe H vCtifiant H = I). 
I;t prmSre proposition rt l’assertion 4~) * Cvi) rt&trlter’~t du Lerww 
2.2: de plur, si S est un stabte maximal ~respectivcmcnt w-1 mitable tnini- 
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mnl) JC Ii, ~uppos6 ~oknse. et 31 S est contcnu dans i my. conticnt I um 
ariite 4, II. on a SE IP cc qui contwdit la codensiti de II; dew (v) -(vii) 
Riciproqucment supposons {vii 1 vdriflde; un stable est wntenu clans un 
stable maximal done dans un orthogonal, dc meme un costable contient 
un orthogonal. AM. si A E II Q*, A n’est ni stable ni costable t A E f:). 
De crtte propo&ion r&alk unc caractcSrisation simple des hypergraphes 
uniforme~*denses ou codenses, contenue drtns ies thCorkmes: 
Montrons be Th&ort;me 2.7. Si H est tkuniformr, il est ciair ,qw fis c fF. 
Soit A une partie A /I + 1 sommets. Si H cst dense. A ne peut pas ctre 
stable 4 sinon if E IP et A .-. u E Ho pwr tout Q C 21 ); dc m&e une 
partie S A h .I I sonmets no’ pat pas itre co~~ablr. done Ci) * (iilr. I iii1 
e;‘~ Civ). D’autre part. ii est clair que (iv) * {iii! et que (iii) * (iI. II rest< 
$ montrer gue Cii 1 m (iii). fl ktant suppost; codrnse. wit S E hro; si 
i.Sr = /I. S E /I; SI i&s’! > tr, toutc part.ic h tr sorrmets de S est, une at-&e dr 
li. don-2 S E <lj)ol> = if; si IS I < h. toute partir 9 11 sommets contenant 
S est urw wPte de II et S E (WPo - ii. J.l’oti le prrmicr tlkorkrrre. II sul’t’i~ 
de rempfrwr ‘II par fl pour obtenir Ie thL’ort;me 2.7’. 
. 
Un hypergtilphe h-uniforme A YP sommtlts cst done dense kodense! si 
et seulement si $, pour m > tr, n”est pas un hyprrgraphe partiei de 
A (HI ct si AT!jeh n’est pas un hypergraphc partirl de RC l w’), pollr 
nt > tt .. h. On en deduit ICY+ coroliairrs: 
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Remarque 2.10. Dans ThCorkme 2.0’(3), Oa prrfsence d’un point isok darts 
G garantit la prCsenc2 d’une a&e vide dans G* ; cela est rkcessaire pour la 
cadensitt! des que (G’ I* = 0. 
3. Hypergmphes invariants 
Comrne le mantrent irnmtidiatcment les Propositions 1.3 et 2.6, dcnsitC 
et wdcnsiti sunt deux aspects complCmentaires de f’invarianw. 
Le Lemme 2.5 dynne un moytrn de construire un hypergraphc invariant 
icn general nonspernerien) g partir d’un hypergraphe dense ou d’un sperner 
wdenw. Si If est dense, /lo* es% invariant; si If est un sperner codense, HO 
est invkmt. De plus, la propriM d’invariance pour les spernw csf con- 
w-v& par 1s piupart des opPrations unaircs sur Irs ttypergraphes: 
En effet, si H est un sperner invariant, St (St II) = H = Cost (St 11) 
d’aprks la Prupasition 1.3 et II0 = St H = Cost H (= #?, si H est uniforms) 
est itwriant, comme I HV = (H*F, He est invariant et TrH = (.St .W est 
invariant. t 
Si H cst urniform Invariant, de rang h, soit S E St II; pour tout sommet 
y & S: S + J’ contiegt une a&e, d’oh ISI ? h; comme S E Cost H, pour 
tout x E S, S - . est oontenu dans une a&c, d’ob IS I <_ h. Ainsi, Ho, St H, 
Cost H, He, Tr H smt uniformes. 
Enfin, kc rciations H= Tr (TrH) = (HCF = St (Cost H) = Cost{StH’) 
= Ha0 tet = R si H est uniforme) montrent ies rkciproques. 
Remarque 3.3, Sterhou4 Cvoir 1211 a rcmarquk qw pour un hypergrapk 
hrniformti il. cliucune drs wlations Tr W) f (Tr HP et Tr tHcI 3 (‘1‘rNF 
impliquait la h-uniform& de Tr IIF) ct de tl‘r HF, wspectivement. 
Rcmarque 3.4. I_,% ?yerner invarian; ne peut avoir d’,,w& vide 011 de car- 
dinaiite I. s;trrf si H = I(u, h}. ({rr))S. 
Voici drux rthultats d’uniformitk pour les hypergraphcs invarirtnts: 
Supposons en effet que N contienne unr a&c de cardinaiitt! ?? 3 
not& i5’ 3 (x,. x2* x:,) et wit (a*, a?) une -rrete de H, i 2 somrwts. 
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16 wte A montrer qti’un 4 2, II, h -- % bsyst2me de Steiner est invariant. 
Soit. X f= (X e ) un tel systemt’. Soit A une partie de X de ca.rdina!ite 
If + t et wit 3 une partir de A, B fi sownets, qui n’cst pas une at& de I;. 
Commc pkx?demment notons a(s), psur s E: S, l”u.niquc somnw de Z 
reit quc S + a(s) -- 5 soit unr aaetc. E s*;t Injective de S dans X .-. :S; comme 
1 .rY -.- $1 = t Si = /I, Q est hijective t { :f.2rg E S h rel gur EI’(Q) f2 A. Done ,4 
ontient une a&e de G et une seule puisque I A ly /z + 1. 
CJn ne connait que quatre exemples de telEs ystemes de Steiwt pour 
h = t 1 2,4? Cw Ivoir [Q’j). 
Malign les .r&u(hts pr&x?dents, il existe des sperners invariants non 
runffbmes comme le montrera 1’Exemplc 4.6. 
Exemflfc 4.1. Les seulsgruphes invariants mt ceux de in Fig. 3.1. 
f&m@ 4.2. IRS set& duuux de puphes invxisnts sont les duaw dcs 
graphes de Ia Fig. 4.1. 
Exemplc 4.3. Si G e,<t un praphc vans point satw.2, sans tri;mglc et s3ns 
point isok, It5 stabfes P plus d’un sommet de G ferrmcnt un hypergraphe 
invariunt fnour rcmcrciclrns vivement B. Msnjardet 13) de nous avoir 
cnmmuniqu6 un premier exempls d’hypergtlraphe non spemerien ri ortho- 
gonai uniforme ). 
Extmpk 4.6. Sp~mcrs irrrwkws nw unijivrws. Soirnt II et K deux 
hypergziphcs invsriants, respwtivemrnt h-uniforms ct k-unifcww, sur 
un m”eme enscmbk de sammets .X’. Ajoutons un point ~1 I X et pc scms: 
I 
